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1.前言： 

最佳化問題實際上是一門非常古老的學科，它

存在於各行各業中，是一門跨領域的學科。其中一

個最有名的例子是所謂的旅行商問題（Traveling 

Salesman Problem）。在這個例子中，該名旅行商需

要跑遍 N（N大於一）個城市去推銷他的商品，而

該些城市之間的距離都不一樣，這名推銷員需要從

其中一個城市出發，而他老闆規定他必須把所有城

市跑過一遍，請問這名旅行商應該如何繞才是最省

時間（假定他的速度一直不變），也就是說，這名旅

行商要找出一個最短距離的路徑。這個問題看起來

簡單，實際上是一個非常複雜的數學問題。譬如說，

現在只有兩個城市，如果這名旅行商從其中一個城

市出發，那這裡只有一個可供這名推銷員可選擇的

路徑。假如現在有三個城市，路徑還是只有一個，

因為他從其中一個城市出發繞一圈跟他反方向繞一

圈的路徑距離是一樣的。意思是說假如該三個城市

分別是 A，B，C。他從 A出發，先到達 B然後 C，

再回到 A，跟他先到達 B，然後 C再回到 A所經過

的距離是一樣的。假如現在有四個城市 A，B，C，

D，那他就有三個選擇，他必須先把三個不同的路

徑的距離算出來後再決定要選擇那一個。因此城市

的數量愈多，可能的路徑也愈多，而且增加的速度

是非線性的，十個城市的所有可能路徑就會有十八

萬一千四百四十個之多，假如他每一個路徑的距離

都要先算出來後再作選擇，那他所需要的時間簡直

就是天文數字，在實際的情況，他根本沒有那麼多

的時間去做這件事，而設計一個有效的方法去找尋

這個最短的路徑就是所謂最佳化問題的基本精神。 

以上所介紹的旅行商問題（Traveling Salesman 

Problem），是屬於數學上所謂的 NP 問題。這類問

題之所以被稱作 NP 問題，是因為隨著問題中的變

數的逐漸增加，它的複雜度卻以驚人的速度在增

加。在過去人們對這類問題根本是束手無策，但隨

著電腦的出現，人們可以發展更有效的演算法，並

且在電腦上模擬，使得尋找這類問題的最佳化答案

變成為可能。最早期發展中的一個演算法是人們稱

之為蒙地卡羅（Monte Carlo）演算法，是Metropolis[1]

等人在一九五三年提出。雖然已經有了五十年的歷

史，但是因為它的簡單性跟實用性，它還是被廣泛

運用在各種最佳化問題中。它主要的概念是把所要

研究的問題看成是一個統計系統，而一個統計系統

的某一個溫度是的狀態分布是滿足一個波茲曼

（Boltzmann）概率分布函數。因此在問題中尋找最

佳化解答時，就是利用這個分布函數來選取答案。
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譬如說在前面的旅行商問題中，我們先隨意的把這

N個城市連起來，如果 N不是一個小數值，那我們

剛剛連起來的路徑幾乎不可能是最短的路徑。在蒙

地卡羅演算法中，我們就從這個路徑開始，來尋找

最短的路徑。我們可以在這 N個城市中隨機的選取

其中兩個 A跟 B，並且把它們交換，意思是說我們

的旅行商本來要先到達 A城推銷他的商品，然後經

過若干城市後再到 B城推銷他的商品。現在卻是先

到達 B城推銷他的商品，然後經過若干城市後再到

A 城推銷他的商品。經過這樣的交換後，我們在把

新的路徑連起來，假如這個新的路徑比舊的來得短

的話，我們就把新的保留，但假如這個新的路徑比

舊的來得長的話，我們還是有一個概率把新的保留

下來，而要不要保留這個新的路徑就是用前述的波

茲曼概率來決定。 

模 擬 退 火 法 （ Simulated Annealing ） 是

Kirkpatrick[2]等人在一九八三年提出並成功地應用

在組合最佳化問題中，它是蒙地卡羅演算法的推

廣。退火是一種物理過程，一種金屬物體再加熱至

一定的溫度後，它的所有分子在狀態空間中自由運

動。隨著溫度的下降，這些分子逐漸停留在不同的

狀態。在溫度最低時，分子重新以一定的結構排列，

而分子的分布也就是以前面所述的以波茲曼

（Boltzamnn）概率分布。不同於上述所介紹的蒙地

卡羅演算法，模擬退火法中的溫度是隨著退火的時

候有所改變，因此如何對溫度作有效的調整就變成

整個模擬退火法最重要的一環。 

以上所介紹的演算法都屬於同一類型的演算

法，是所謂的局部搜索方法（local search method）。

這類問題雖然在局部搜索的能力很強，但是對於全

局搜索（global search）的能力卻嫌不足，因此研究

學者也開始開發具有全局搜索能力的演算法，其中

一個最早誕生且被廣泛應用的演算法就是所謂的遺

傳演算法（Genetic Algorithm---GA）。遺傳演算法早

期的研究工作始於二十世紀六十年代，在五十年代

末六十年代初，一些生物學家開始利用電腦對遺傳

系統進行模擬。在此期間，受到生物學家們模擬結

果的啟發，Holland和他的學生們首次應用模擬遺傳

算子來研究適應性中的人工問題。之後，在六十年

代中期，Holland[3]開發了一種數值模擬技術---遺傳

演算法，其基本思想是利用類似於自然選擇的方式

來設計一套最佳化演算程式。在隨後的十年中，

Holland 致力於創造一種能表示任意電腦程序結構

的遺傳碼，以拓展遺傳演算法的應用領域。遺傳演

算法是模擬前述生物進化過程的計算模型，它所處

理的是染色體（chromosome），或者叫基因行個體

（ individuals）。一定數量的個體組成了群體

（population），也叫集團。群體中個體的數目稱為

群體的大小（population size），也叫群體規模。而

各個體對環境的適應程度叫做適應度（fitness）。遺

傳演算法基本上是一種群體型操作，該操作以群體

中的所有個體為對象。選擇（ selection）、交叉

（crossover）和突變（mutation）是遺傳演算法的三

個主要操作算子，它們構成了所謂的遺傳操作

（genetic operation），使演算法具有了其他傳統方法

所沒有的特性。遺傳演算法中包含了五個基本要

素：（一）參數編碼﹔（二）初始群體的設定﹔（三）

適應度函數的設計﹔（四）遺傳操作設計﹔（五）

控制參數設定（主要是指群體大小和使用遺傳操作

的概率等）。這五個要素構成了遺傳演算法的核心內

容。經過了多年的研究，遺傳演算法的應用研究已

經從初期的組合優化求解拓展到了許多更新、更多

■ 308 ■ 
物理雙月刊（廿四卷二期）2002年 4月 



元化的應用方面。並且與其他的進化規劃（Evolution 

Programming， EP）以及進化策略（ Evolution 

Strategy，ES）等進化計算理論日益結合。盡管遺傳

演算法比其他傳統搜索方法有更擅長全局搜索的能

力，但是它的局部搜索的能力卻嫌不足。 

首先介紹模擬退火法，這個演算法被希望能滿

足兩個條件，第一，當溫度夠高時，系統的組態要

能自由變化，也就是這系統的組態能在能量表面自

由的移動或稱為它在做無規行走(random walk)。第

二，當溫度變小時，系統的組態在能量表面的移動

將受到限制，並逐漸地向低能量的區域集中。 其他如禁忌搜索（Tabu Search）[4]，神經網絡

（Neural Networks）[5]，進化演算法（Evoluationary 

Algorithms, EA）[6]等等，都是過去二三十年間研究

人員開發出來的一些演算法。限於篇幅的關係，本

文不作一一的介紹，有興趣的讀者可以從參考文獻

中得到相關的訊息。 

模擬退火法簡單的操作方法如下： 

(1)首先要針對問題選定目標函數，並且將這個目標

函數視為一個廣義的能量函數 E(x)。 

(2)引入一個溫度 T ，這個溫度 T 不一定要具有實

際的物理意義。並選擇一個足夠高的溫度作為

起始溫度。 
2.向自然學習 ── 兩大類隨機搜尋法的操作步驟 (3)在這一個溫度作運算來模擬熱平衡過程，通常使

用 metropolis 方法來模擬熱平衡過程，方法如

下： 

有趣的是，以上目前較成功的兩大類型的隨機

搜尋法，都正好是由嘗試模擬大自然中的現象而發

展出來的。第一個現象是物質世界中材料的冷卻與

結晶過程，例如一些高溫融化的材料，在緩慢的降

溫冷卻下，可能形成結構整齊的晶體。另一種現象

是生物世界的演化過程，在長時間及多次的世代交

替後，能夠在演化過程中成功存留的物種，也常常

是較能適應環境的物種。觀察以上成功的兩個真實

世界中的最佳化過程，讓人不得不佩服大自然的巧

妙。 

1.計算目前系統組態的能量 E，隨機的將系統

組態改變一點，並計算變動後的系統組態的

能量 E’。 

2. 計 算 變 動 成 功 的 機 率 

P=min(1,exp(-(E’-E)/kT))，並以此為依據來決

定系統組態是否改變。 

(4)訂定一個退火策略(或稱為降溫程序 annealing 

schedule)，由此決定在每一個溫度所停留的時

間，及降溫的比例。 科學家們就向以上兩個自然現象學習，發展出

了兩大類型的演算法，就是模擬退火法(simulated 

annealing method)與遺傳算法(genetic algorithm)。以

下我們就來介紹如何將這兩種演算法的基本想法化

為電腦上的實際操作步驟。 

使用以上的演算步驟，科學家們已經在許多不

同的問題上得到了成果。但是對於較複雜的問題，

要想成功的求得基態解，關鍵在於如何選好退火策

略。如果我們真的要模擬大自然成功的退火過程，

往往要花上極大的計算時間。對於一些多變數問

題，我們目前所有的電腦計算能力，根本沒有辦法

在短時間(一星期，一個月甚至一年)內完成。所以

 

2.1 物質材料的冷卻與結晶過程 ── 模擬退

火法 
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雖然遺傳算法也已經應用在許多不同的問題上

並且得到了一定的成果。但是遺傳算法的困難之

處，在於以上所提到的各種算子，在使用時都有許

的不同的控制參數。對於較複雜的問題，我們很難

選擇出適當的控制參數，來有效地找出最佳解。 

有許多科學家們也正在嘗試改進模擬退火法，來加

強它的計算效率。 

 

2.2 生物系統的演化過程 ── 遺傳算法 

接下來介紹遺傳算法。這個演算法被希望能滿

足幾個條件，首先生物(我們的各個系統組態)能透

過交配與突變等種種方式把自己的一些特徵遺傳給

下一代(新的系統組態)，而在一代一代的遺傳過程

中透過環境(也就是我們的目標函數)的天擇，使得

後代適應環境的能力越來越強(也就是接近目標函

數的最佳值)。 

3.新的最佳化演算法 ── 導引模擬退火法 

3.1就是沒有好的模擬退火法的退火策略！── 

新的演算法反而由此產生 

在介紹了以上兩大類現有的較有效演算法之

後，接下來介紹一種由我們研究團隊所發展出來的

較新的最佳化演算法 ── 導引模擬退火法。 透過以下的方式，可以實踐前面的想法： 

我們在 2000年中以前，一直在嘗試如何改良傳

統的模擬退火法，使它能更有效率地應用在多變數

系統的求解基態問題上。但是我們發現，要使模擬

退火法一次就求出整體的最佳解是非常困難的。在

一次次的模擬計算中，絕大多數的試驗結果總是得

到能量較高的亞穩態解。可是我們觀察這些能量較

基態為高的亞穩態解時，卻發現到這一些亞穩態解

之間有一些關聯性。所以我們便有了一些想法，並

藉此發展出了一個最佳化演算法。 

(1)首先要針對問題選定目標函數（適應度函數），

並且將這個目標函數作為一個適應環境的能力

的指標，並設定控制參數。 

(2)透過一定的編碼技術，將系統組態編成一組基因

碼。 

(3)先隨機產生一群基因碼，作為第一個親代群體。 

(4)透過以下三種遺傳算子，完成世代交替及天擇的

演化過程： 

1.交叉算子(cross over) ── 將親代兩個基因

取出，透過交換部分基因碼的方式，產生子

代。 

我們的基本想法有三點：第一，我們不再期望

能由傳統的模擬退火法一次就找到基態解, 改為在

較短時間內用它來找到許多亞穩態解。第二，藉由

分析這些亞穩態解的性質, 找到有用的資訊。第

三，想辦法利用這些資訊，來幫助下一代的搜尋過

程。這些想法使我們的演算法不僅包含了傳統模擬 

2.突變算子(mutation) ── 將親代的部分基因

碼隨機改變，產生子代基因。 

3.選擇算子(selection) ── 從子代基因中選擇

出較優秀的基因，使它們有機會參與下一代

的繁殖過程。用前面所提到的目標函數來決

定基因的優秀程度 

退火法單純地模擬物質世界中材料的冷卻與結晶過

程的表現，更具有了生物世界世代交替逐漸演化的

精神。 (5)反覆進行上個迭代程序，直到迭代次數到達限定

值或目標函數值收斂到某一個極值。 接下來是要如何用數值方法來實踐我們的基本
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想法？首先我們要使用統計方法來分析亞穩態解的

性質。我們將這些亞穩態解做出統計分布圖也就是

所謂的直方圖（histogram）。再來觀察亞穩態解的

histogram 可以知道這些解的可能出現區域，並由這

些解的共有性質來去除不相關的自由度。接下來我

們在下一代的搜尋過程中增加 histogram中，高可能

性區域的搜尋機會，如此便可能找到更低能量的

解。我們用以下的示意圖來說明，圖（一）中圓點

代表在能量曲面中亞穩態解的位置，然後將亞穩態

解做出統計分布圖，藉由增加搜尋分布圖高可能性

區域，在第二代中找到基態。當然這只是最簡單的

示意圖，實際的問題通常不能簡單地將高維度的能

量曲面及分布圖繪出來。 

 

由以上簡單的示意圖，我們也可以看出，這個

新的演算法的關鍵，就在於如何用上一代有用的資

訊來導引下一代的搜尋過程。對於簡單的問題，我

們當然可以用個別變數位置的 histogram 來引導下

一代的搜尋。但是對於各種不同的較複雜的問題，

上一代所共有的有用的資訊，可能不僅僅是個別變

數位置那麼直觀。為了使我們的新演算法，能更廣

泛的適應各種不同的問題，我們把這種用來引導下

一代的搜尋過程的，上一代所共有的有用資訊，以

一種函數形式來表現。我們稱它為導引函數(guiding 

function)，而這個新演算法，我們就稱它為導引模

擬退火法( Guided Simulated Annealing )。 

 

3.2一個簡單範例 ── Berg equation. 

接下來用一個簡單範例來介紹導引模擬退火法

的操作方式。考慮一個簡單的能量函數[7]， 

( )∑

∑

=

=
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


 ⋅+−=

=

N

i
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N

i
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EE

1
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1     ， 

其中， xi  的範圍在 –1 到 1 之間。A=10，B=0.49，

C=1.0E-5。圖（二）表示 xi 與 Ei 的關係。由圖，

我們可以看出，對於 Ei  有兩個差距非常小的極小

值（約 1.4E-5 ），落在 xi 約等於 –0.7 與 0.7 處。

而整個能量函數 E 的整體最小能量也就落在所有

的 x 都約等於 –0.7處，並且能量函數 E 的所有的

極小值一共有 2 的 N 次方個。這個函數看起來簡

單，可是要用隨機數值方法找出它的整體極小值，

 

圖（一）導引模擬退火法的基本想法 

 

圖（二）簡單的能量函數 
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( ) ( )iimov xxP ρ∝  卻不是一個簡單的事情。 

其中  表變數 i 被移動到位置 x)( imov xP i 

的機率。 

那麼就來介紹如何使用導引模擬退火法來找出

它的整體極小值。首先我們決定相關參數，以 100

個變數為例(N=100，能量函數 E 一共有 2100個極小

值)。決定每一代群體大小為 20，退火過程每個溫

度有效移動 100次，降溫率 0.85。接著我們來執行

導引模擬退火法的操作步驟： 

(3)接下來與傳統模擬退火法相同，用波茲曼

概率分布函數來決定移動成功與否。 

第四步：分析子代群體的變數分布作為新的導

引函數。然後並回到前一步，直到世代次數到達限

定值或目標函數值收斂到某一個極值。 第一步：利用傳統模擬退火法得到第一組親

代。由於我們用了很快速的退火策略，所以第一組

親代群體，沒有找到整體極小值。 

我們取其中的一個變數為例，圖（三）可以看

出第一代的解的分布集中在兩個的極小值附近。隨

著世代的增加，導引函數中解的分布越來越集中在

兩個的極小值附近。同時這兩個分布的大小，也隨

著世代的增加逐漸顯出差距。最後導引函數中只剩

下一個尖銳的峰值，整體極小值也找到了。另外我

們也將導引模擬退火法的操作流程圖展示如圖

（四）。 

第二步：分析第一組群體的變數分布圖作為導

引函數。對於這個簡單的問題，我們可以直接用個

別變數位置的 histogram 來作為導引函數(以 �(x) 

表示)。 

第三步：利用加入導引函數的退火過程得到子

代。有了導引函數後，我們就可以用它來幫助下一

代群體的產生。導引函數的使用方法如下，  

3.3導引模擬退火法的特點及限制 (1)與傳統模擬退火法不同，我們不再隨機的

選擇變數並隨機的改變變數。在導引模擬

退火法的操作中，變數的選擇機會與變數

所具有的導引函數成反比，也就是在許多

變數中，越與上一代整體特徵不符合的變

數越容易被挑選到。這個步驟也可以用下

式表示 

以上用了一個簡單的例子來示範導引模擬退火法的

操作過程。接下來我們來看看這個方法的一些特

色。首先，我們引入了一個新的性質，也就是導引

函數，它使搜尋過程中，系統組態較有可能在能量

區面上，數個低能量區域間變換，使得系統組態也

較不易陷入局部極小。其次，導引函數可以有效地

去掉不相關的自由度，使搜尋範圍逐漸減少，進而  ( )i
sel xiP ρ

1)( ∝  ， 

其中  表第 i個變數被挑選的機率。 )(iPsel

(2)挑選了變數之後，變數的改變也與該變數

的導引函數成正比，也就是該變數較會被

改變到導引函數值高的區域中。用下式這

個步驟表示 
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圖（三）導引函數的變化 

 

圖（四）導引模擬退火法的操作流程圖 

聯性較強。我們很容易就統計出親代共有的特性，

到到很好的導引函數來幫助下一代的搜尋。 

在討論了導引模擬退火法的一些特色後，我們

再來看看和這個方法有相關性的兩種方法，也就是

模擬退火法與遺傳算法與導引模擬退火法的異同

處。 

加速搜尋效率。又因為我們所得到的每一個子代都

是由各自獨立的退火過程產生，使得這個演算法可

以容易地在分散或平行化電腦設施上執行，可大幅

加強計算效率。 
首先是模擬退火法，這兩個方法表現出來的，

都是使系統組態在能量曲面上做無規行走(random 

walk)，並且透過波茲曼概率分布函數對能量的選

擇，使系統組態逐漸變化到能量最小值處。但是導

引模擬退火法多了一個方向性，使得本方法除了保

留了原先模擬退火法良好的局部搜尋能力，更藉著

導引函數的幫助，加強了這個方法的全局搜尋能力。 

對於某些問題，我們可能可以用其他的方法預

測解的大致範圍。也就是說，已經有了一個粗略的

導引函數。在這種情形下，導引模擬退火法很容易

與其他方法配合使用，例如用其他數值或實驗方法

先取得粗略的導引函數，再用本法做進一步的計

算，找出更精確的解。 

另外這個方法在漏斗形的能量區面問題上特別

有用。這是因為這種能量區面，亞穩態解之間的關 接下來來討論導引模擬退火法與遺傳算法的

異同處。明顯可見，這兩個方法都是世代演化形式

■ 313 ■ 
物理雙月刊（廿四卷二期）2002年 4月 



的演算，並不指望在第一代搜尋中便找到基態解。

而是透過世代演化的計算過程，逐漸地找到最好的

解。而且，在這兩個方法的演算過程中，子代與親

代也都有一定的相似性。可是對於導引模擬退火法

的計算過程，子代不是僅由一或二個的親代產生，

它包含有上個世代整體特徵。或是說，親代的整體

特徵透過導引函數遺傳到了子代。另外，由於在產

生子代的過程中，使用了退火過程，也使得本方法

比遺傳算法具有更好的局部搜尋能力。 

雖然導引模擬退火法有以上的一些優點，可是

它也有以下的限制。首先是每世代的群體規模大

小。由於我們必須統計分析每一代群體的共有特

色，所以群體的規模不可以太小，可是過大的群體

規模，又影響到計算時間。其次，也是因為使用退

火過程來產生子代。所以我們還是必須要有一個退

火策略，這個退火策略雖然不必像模擬退火法一

樣，需要極為緩慢的降溫程序，但也還是不能太急

促的降溫。最後，由於導引函數大大影響計算能力。

如果我們對於所面對的問題越了解，我們就越有可

能寫出較有效率地收集親代群體共有特色的導引函

數，進而加速計算。 

4.導引模擬退火法的應用 

在這一節，我們要介紹導引模擬退火法的實際

應用。以下的不同類型問題，是我們研究團隊在目

前所得到的一些結果。我們希望透過用不同類型題

目的測試，增進我們對這個新方法的了解，進而改

進這個方法。同時也希望這個方法能對這些問題所

關聯的研究領域有所貢獻。但是由於篇幅所限，我

們只能夠對各個問題做最簡單的介紹，介紹的重點

也偏重在導引模擬退火法的運用上，至於各個問題

的深入討論只好割愛了。 

 

4.1與實驗結果的配合 ── X 光結晶學的運用 

首先介紹導引模擬退火法如何與實驗結果的配

合，以一個 X 光結晶學的問題問題為例。由於 X 光

對晶體繞射實驗一般只能觀察到繞射光點的強度，

所以要從繞射結果反推導出晶體的結構就變成了一

個不容易的問題。一般來說，科學家可以用所謂的 

direct method 等等方法[8][9]來解出晶體的結構。可是

我們也可以將這個問題用更直觀的方式表現。我們

可以隨意寫出一個晶體結構，再將這個假設的晶體

結構用電腦來計算出它對應的繞射光點的強度，如

果它的繞射光點強度與實驗所得到的強度相同，我

們所假設的晶體結構可能就與真的實驗所用的晶體

結構相同[10][11]。以上的想法再配合最小平方近似的

技巧，可以用以下的能量函數表示， 

( ) ( )( )∑ −=
i

ioic kFkFE
2

λ   ， 

其中 為第 i個繞射光點的方向，ik ( )ic k

)

F 為假設的

晶體結構的繞射光點強度， ( io kF 為實驗所觀測到

的繞射光點強度。所以這個問題就變成，如何選擇

一個晶體結構使以上的能量函數變為最小。 
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以下介紹導引模擬退火法運用在晶體結構問題

的結果[12]。以一個用傳統模擬退火法不好解的大分

子 Isoleucinomycin(C60H102N6O18)[13]為例（圖（五））。

我們使用原子在單位晶胞中空間分布作為這個問題

的導引函數。圖（六） 展現出各世代導引函數變化

的結果，本圖將立體的導引函數投影在二維平面

上，其中深色代表高可能區域，表示建立導引函數

時所用的取樣寬度，並隨著世代增加也逐漸縮小取

樣寬度。從圖中，一開始我們只能大概看出各分子

的中心位置。隨著世代增加，可以看出導引函數逐

漸收斂，終於解出所有原子位置。 

 

4.2應用在原子叢集問題 

其次介紹導引模擬退火法如何應用在原子叢集

（atomic cluster）問題。簡單來說，假設知道兩個

原子之間的作用位能 V(r1-r2)，我們就可以算出兩個

原子的最低能量結構。同樣的，三個原子的最低能

量結構，我們也許還可以用人工的方式算出。隨著

原子數量增加，人工的方式越來越不可行。那麼，

N個原子叢集的最低能量結構是什麼[14][15]？ 

 

圖（六）導引函數的變化 
 

圖（五）Isoleucinomycin 的結構 
以 一 個 簡 單 的 原 子 之 間 的 作 用 位 能

Lennard-Jones potential 為例，令它的能量函數表示

為 
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其中 rij 為第 i 個原子與第 j 個原子的距離。 

對於導引函數的取法，我們最直觀的想法，也

就是用原子的空間分布做為我們要的導引函數。可

是當我們在用導引模擬退火法計算原子叢集問題

時，我們觀察到在計算時各代群體的結構有一些對

稱性，這些群體的結構可以分為幾個對稱形狀（如

圖（七））。如果我們利用這些對稱性，將導引函數

再細分為幾個不同對稱性的大類，便可以大大加速

計算過程。我們計算了 N 不大於 150 個 LJ原子的

最低能量結構[16]，並得到與目前已知最好結構相同

的結果[17]。 
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圖（九）LJ37的各世代平均能量與溫度的關係 

 

圖（七）LJ cluster 常見的對稱形狀 
 

4.3離散系統的應用 
 

以上兩個問題，它們的變數都可以連續地變

化。接下來我們介紹另一大類問題，這類問題的變

數不可以連續地變化，也就是所謂的離散系統。 

 

 

圖（八）LJ27的結果 

首先是前言中所提到的旅行商問題，它的定義

已在前面說明。它的目標函數（或能量函數）也就

是旅行商行走距離的路徑。對於這個問題，我們取

導引函數為各城市連接頻率的分布。我們希望在用

導引模擬退火法計算過程中，各新的世代在產生時

能盡量保有前個世代中最常連接的一些城市的相對

關係[18]。用這個方法，我們得到了一些初步的結

果，表（一） 表示我們的結果與世界最好紀錄（由

資料庫 TSPLIB 中可得）的比較[19]，圖表中的結果

是我們在每一代中只用了一百五十個蒙地卡羅步所

得到的，假如在每一代中增加蒙地卡羅步，我們將

會得到更好的結果。 

圖（八）表示 27 個 LJ原子的各世代所找到的

最低能量結構，由圖可知在第 五代時已找到類似最

低能量結構的組合，但是一直到第九代才分辨出基

態與次低的亞穩態的差別。圖（九） 表示 37 個

LJ原子的各世代平均能量與溫度的關係，隨著世代

的增加，平均能量曲線逐漸下降。 

接下來介紹蛋白質摺疊問題上的應用。這個問

題用最簡單的說法，就是在我們知道一個蛋白質內

胺基酸（amino acid）的排列順序後，可否決定其立
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體結構？假設蛋白質內原子之間的作用力可以用一

個有效位能來描述，則蛋白質在自然環境中的結構

應具有最低的自由能（Free energy）。 

要直接計算真實的蛋白質結構並不是件簡單的

事，所以科學家便想出了一些簡化模型來模擬真實

的蛋白質分子。其中最簡單的一種就是二維 HP 晶

格模型[20]（2D HP Lattice model）。在此模型中，粒

子鏈中的胺基酸被限定在二維格子點上。胺基酸只

簡單被區分為疏水 H(hydrophobic)的與親水 P

（Polar）的兩種粒子。這個模型的能量函數很簡

單，只有當不在粒子鏈上有直接鍵結的兩個 H粒子

的距離為一個單位晶格長度時（如圖（十）中虛線

表示者），能量為 –1 ，其他 H與 P，P與 P的能量

為 0。 

 

表（一）TSP 的結果 

從粒子鏈一端出發，我們可以紀錄粒子鏈上各

粒子的角度關係。以圖（十）為例，由左邊 H 出發，

它的一系列角度關係為，先右轉 90度，再右轉 90

度，再直走。我們知道所有角度關係後，可以反推

出它的空間結構。而且由數個連續的角度關係，我

們也可以判斷出它的局部結構。所以對於這個問

題，我們可以取粒子鏈的角度關係為導引函數，也

可以用由角度關係所得到的局部結構為導引函數

[21]。 

 

用這個方法，我們的到了一些初步的結果，圖

（十一）及圖（十二）表示一組極難用傳統方法找

出的 64 個胺基酸鏈結構[22][23][24]的基態與次低的亞

穩態。 

 

圖（十一），亞穩態，能量為 –41（黑色表 H，淺

灰色表 P） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(十) 二維 HP 晶格模型示意圖，粗黑線為粒子鏈 

P 

H

H

H

P 

 

圖（十二），基態，能量為 –42 
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